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Resumen

En este trabajo se presentan resultados parciales sobre la introduccion en el nivel universitario de una ensefianza
basada en la investigacion, mediante el dispositivo diddctico Recorridos de Estudio e Investigacion (REI). El RE
propuesto parte de la pregunta Qo: ;Como calcular los costos en un micro-emprendimiento? Se realizaron
implementaciones en dos cursos de Matemdtica del primer afio de una universidad publica argentina
conformados por estudiantes (N = 73) que cursan carreras vinculadas a la Economfa y a la Administracion de
Empresas. Se observan diferencias entre una y otra implementacion, relacionadas con los gestos didéacticos que la
TAD denomina dialécticas.
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This article presents the partial results of a university-level proposal based on inquiry based teaching using a
didactical device called Study and Research Paths (SRP). The proposed SRP starts with the question Qo: How does
one calculate the micro entrepreneurship costs? Implementations were made in two mathematics courses of the
first year of an Argentine public university. The courses were attended by students (N = 73) of the first year of
the degree in Economics and in Enterprise Administration and Public Accountancy. Some differences between
one implementation related to the didactic gestures named dialectics by the Anthropological Theory of the
Didactic and another are observed.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo se propone como objetivo general cuestionar la forma tradicional de ensefar en la
universidad en carreras donde la mateméatica no es una disciplina central sino, podria decirse,
“colateral”. Especificamente, se disefia, implementa, evaltia y modifica un dispositivo relativo al Célculo,
en dos cursos de matematica del primer afio de las carreras Licenciatura en Economia, Licenciatura en
Administracion de Empresas y Contador Publico de una universidad publica argentina.

La revision de la literatura muestra que investigaciones realizadas sobre la ensefanza del Célculo en la
universidad (Kabael, 2009, 2011; Salinas & Alanis, 2009) describen diversos problemas, por ejemplo,
Salinas y Alanis (2009) presentan una revision que diferencia los articulos centrados soélo en la “forma
de ensefar’, de los que reparan en el “contenido a ensefar”. Estos investigadores consideran que las
caracteristicas de las practicas docentes aluden a un paradigma tradicional de ensefanza, cuyas
caracteristicas se centran en el contenido a ensefar y en la forma en que se ensefia: el contenido se
presenta estructurado de manera formal y rigurosa, y su “presentacion” queda a cargo del profesor
quien se limita a "exhibirlo’, a ensefar su estructura. Salinas y Alanis (2009) proponen al enfoque
socio-epistemoldgico como hilo conductor e integrador del qué y cdmo ensefar las nociones y
procedimientos del Célculo.

Nuestro trabajo se enmarca en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 2013) desde
la cual se cuestiona la funcionalidad del célculo en los sistemas de ensefianza: ;Por qué y para qué
estudiar célculo? La funcionalidad de los saberes responde a las razones de ser, al sentido del estudio
de un saber. Cuando un saber pierde sentido o cuando no se conocen sus razones de ser, el “por qué y
para qué’, su estudio se reduce a una mecanizacion y memorizacion que sélo emula un aprendizaje. Al
respecto, la TAD ha caracterizado un fenémeno didactico denominado monumentalizacion del saber o
visita a obras. Este fenémeno posiciona a los saberes como obras, como monumentos que se visitan,
que se admiran, que no son Utiles ni funcionales. Chevallard (2005) propone el dispositivo didactico
Recorridos de Estudio e Investigacion (REI) como potencialmente capaz de recuperar la funcionalidad
de los saberes a partir de la incorporacién de la modelizacién matematica.

Tradicionalmente, la modelizacion ha sido y se encuentra fuertemente ligada a la idea de
"aplicaciones”. Autores como Blum y Borromeo Ferri (2009) proponen los denominados “ciclos de
modelizacion” a través de los cuales describen los diferentes estadios de tal proceso: sitian como
punto de partida un problema del "mundo real” que debe ser traducido en términos mateméticos
para poder obtener una solucién, que luego tendra que ser reinterpretada volviendo a la "situacién
real de partida” En el marco de la TAD, se reformulan los procesos de modelizacion considerandolos
como reconstrucciones y articulaciones de praxeologfas matemadticas y de otras disciplinas, de
complejidad creciente. Esta reformulacién puede concretarse a partir de la ampliacion de las
preguntas y/o de la consideracion de diferentes hipdtesis de partida. Esto permite proponer recorridos
de estudio e investigacion cada vez mas amplios.

Es importante remarcar que la incorporacién de los REI en los sistemas escolares requiere de un
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cambio de paradigma de ensefianza, del paradigma tradicional al de la investigacion y del
cuestionamiento (Chevallard, 2004, 2013) y ademds, que el nuevo paradigma es alin emergente, sobre
todo en la institucion universidad. Un objetivo de este trabajo es introducir en las clases de la UNS un
dispositivo de ensefianza completamente nuevo, como los REl, desarrollarlo y analizar los resultados,
las ventajas v las dificultades, focalizando en el dominio del Célculo, en este contexto. Es decir que
principalmente se presentan aqui resultados del disefio, implementacion y andlisis de un REl
desarrollado en los cursos mencionados.

El REI propuesto parte de la pregunta Qq: ;Cémo calcular los costos en un micro-emprendimiento? La
busqueda de respuestas a (g produce el encuentro y reencuentro con obras propias de la
matematica y de la economia que sustentan la modelizacién del problema e intentan recuperar el
sentido del Célculo en dos variables, mostrando su utilidad.

2. ANTECEDENTES

Investigaciones acerca de la ensefianza del célculo, en particular del calculo en dos o mds variables,
sefialan las dificultades que su estudio genera (Kabael, 2009, 2011; Penalva Martinez & Sanchez
Soriano, 1994; Trigueros & Martinez Planell, 2009, 2010, 2011, 2013; Yerushalmy, 1997). Trigueros y
Martinez Planell (2009) profundizan en la manera en que los alumnos entienden la nocién de funcién
de dos variables y su relacion con sus concepciones sobre dominio y rango. Consideran que se deberfa
trabajar con funciones en diferentes representaciones, y en ello coinciden con la posicion de Duval
(2006) acerca del desarrollo.

Considerando el marco de la TAD, diversos trabajos proponen, implementan y analizan ensefianzas a
partir de REl en el nivel universitario (Barquero, 2009; Serrano, Bosch & Gascén, 2007). Dichos trabajos
consideran las condiciones y limitaciones que generan el contrato didactico institucional y la
organizacion tradicional de la ensefianza universitaria. Barquero (2009) ha realizado una
implementacion y andlisis de un REl cuya pregunta generatriz se relaciona con la “dindmica de
poblaciones’, en un curso-taller con alumnos de Ingenieria Quimica en una universidad de Barcelona.
Serrano, Bosch y Gascon (2007) han implementado un REl cuya pregunta generatriz se refiere a
";Coémo hacer una prevision de ventas?, en un curso de matematica para la Administracion y
Direccién de Empresas en una universidad de Barcelona. Pueden mencionarse ademds, los aportes de
Fonseca, Pereira y Casas (2010) y Fonseca (2011) quienes implementaron un REI en una escuela de
ingenierfa en una universidad de Vigo, proponiendo dispositivos especiales y paralelos a las catedras,
llamados "Talleres de Modelizacién Matematica” Estos investigadores consideraron aspectos
relacionados al Cdlculo Diferencial en la etapa comprendida entre la ensefianza secundaria y la
universitaria. En la Argentina, Costa, Arlego y Otero (2013) disefiaron e implementaron una ensefanza
por REI codisciplinar a la fisica en un curso de ciclo basico de matematica de una facultad de ingenieria
argentina. La pregunta generatriz, jcoémo construir edificaciones sustentables?, y sus derivadas
permitieron recuperar el sentido y las razones de ser del Calculo Vectorial integrando campos como la
Termodindmica, la Mecénica de los fluidos, la Hidrodindmica, la Electricidad y el Magnetismo.
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3. MARCO TEORICO

La Teorfa Antropolégica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 2005, 2013) propone un paradigma adn
emergente, llamado de la investigacidn y del cuestionamiento del mundo, que podria sustituir al
tradicional. Los REl son por un lado dispositivos didacticos y por otro, una metodologia de
investigacion, que no es otra que la que caracteriza a cualquier investigacion cientifica. Asi, los REl
surgen a partir de una pregunta Q denominada generatriz. Esta pregunta es considerada como tal en la
medida que la busqueda de respuestas a ella genera otras, denominadas preguntas derivadas.

La busqueda de respuestas a @ genera un sistema didéctico de la forma S(X,Y, @), donde X
corresponde a un conjunto de estudiantes e Y, las ayudas al estudio (incluido el profesor). En este
sistema .S, el objeto de estudio estd formado por las preguntas, lo cual genera un proceso de
modelizacién que consta de las siguientes etapas: observar las respuestas existentes, denotadas R*,
analizar esas respuestas, evaluarlas, desarrollar una nueva respuesta y defender la nueva respuesta
producida (Otero et al., 2013). Asf, la pregunta generatriz y sus derivadas han de permitir "recorrer”
todo 0 al menos una parte del programa de estudio propuesto.

Previamente al disefio e implementacién de un REl, como parte de un andlisis didactico v
praxeoldgico, es fundamental, tanto para el investigador como para el director del proceso de estudio,
la construccién de un Modelo Praxeolégico de Referencia (MPR) (Chevallard, 1999). Este modelo
consiste en la identificacion, andlisis y descripcién de todas las obras (matemdticas y extra
matematicas) que podrian estudiarse, investigarse, construirse y/o reconstruirse al abordar la
busqueda de respuestas a la pregunta generatriz y a sus derivadas. Ademds, permite analizar los
posibles recorridos a desarrollar a partir de cada una de esas preguntas.

En un REl el proceso de estudio se desarrolla a partir de acciones o gestos didacticos, “gestos del
estudio y de la investigacién” denominados en el marco de la TAD, “dialécticas” (Chevallard, 2007).
Actualmente, Chevallard (2013) propone nueve dialécticas:

= D1: Dialéctica del estudio y de la investigacion. Se manifiesta en la busqueda permanente de
respuestas a las preguntas a ser investigadas y en la formulacion de nuevas preguntas. Al
investigar para responder una pregunta, es necesario estudiar, y a su vez el estudio genera
nuevas preguntas que requieren responderse para avanzar en el proceso de estudio.

» D2: Dialéctica del individuo y del colectivo. En un REl, cada pregunta es estudiada en forma
conjunta o grupal. Cada integrante de la comunidad de estudio puede realizar un estudio e
investigacion individual, pero ademas debe contribuir a la respuesta colectiva y concretar un
acuerdo con su grupo. En una genuina ensefianza por REl, las respuestas desarrolladas por cada
grupo de estudiantes deben surgir de un consenso entre todos los miembros del grupo.

= D3: Dialéctica del andlisis (y la sintesis) praxeoldgico y del andlisis (y 1a sintesis) diddctico. Todo
analisis praxeoldgico requiere el planteo de ciertas preguntas didacticas, por ejemplo: jde donde
viene esta praxeologfa?, ;como aparecio en esta institucion?, etc. Por otra parte, siempre que
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existe un analisis didactico se debe considerar ;cdmo es la praxeologia que se desea ensefiar?
Este analisis se materializa, por ejemplo, en la construccion por parte del investigador del Modelo
Praxeoldgico de Referencia (MPR).

» D4 Dialéctica del entrar y salir-de-tema. Cuando la pregunta generatriz conduce a recorridos de
estudio e investigacién amplios, existe la posibilidad de “salir” del tema, incluso hasta de la
disciplina de referencia y reingresar posteriormente. En distintos momentos del proceso de
estudio pueden ocurrir entradas y salidas a distintas obras de distintas disciplinas. Esto ocurre
cuando los saberes encontrados no estan disponibles en el equipamiento praxeoldgico de los
estudiantes o bien, cuando estan disponibles pero es necesario realizar un reencuentro.

» D5: Dialéctica del paracaidista y de las trufas. La busqueda de respuestas en un REl, requiere que
los actores deban explorar el terreno desde arriba, inspeccionar zonas de gran alcance. Una vez
identificado el objetivo, es necesario acercarse a los supuestos hallazgos y decidir sobre la
utilidad de lo encontrado. Es decir, primero tomar distancia del problema y luego decidir qué
de especifico permitird aportar la respuesta.

» D6: Dialéctica de las cajas negras y cajas claras. La busqueda en diferentes fuentes de
informacién requiere determinar qué saberes son mas pertinentes y funcionales, estudiar vy
utilizar lo estrictamente necesario. Estudiar las obras en un nivel de gris adecuado.

» D7 Dialéctica de la lectura y de la escritura. La comunidad de estudio vincula las preguntas con
ciertos saberes, sin transcripciones textuales, es decir, utiliza sélo los saberes relevantes y Utiles
para responder la pregunta. Los saberes son analizados, interpretados y reescritos sin realizar una
copia textual.

= D8: Dialéctica media-medio. Para construir respuestas a preguntas es necesario decidir en qué
medias (internet, profesor, libros, etc.) realizar la busqueda y luego determinar cudles de esos
medias o cudles de sus elementos seran incorporados al medio de estudio.

» D9: Dialéctica dela difusion y de la recepcion. Una vez construida la respuesta en el interior de cada
grupo, éstos la difunden y defienden para el resto de la comunidad de estudio.

4. PREGUNTAS DE LA INVESTIGACION

1. jQué indicadores didactico-matematicos revelan el funcionamiento de las dialécticas en el REI?

2. iCémo se modifica el recorrido a lo largo de las dos implementaciones?

5. METODOLOGIA

5.1. Contexto institucional
La universidad donde se llevé a cabo esta investigacion posee una estructura departamental. Esto
significa que el Departamento de Matematica ofrece los cursos de matematica para todas las carreras.

Los cursos se imparten en forma cuatrimestral y en particular, los de matematica, afirman poseer una
modalidad "tedrico-practica”. La clase tedrica es “conducida” exclusivamente por el profesor a cargo de
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la materia, y la clase practica, por un asistente y auxiliares. Esta estructura conspira con la emergencia
del paradigma de la investigacion, tanto por la rigidez de los cursos como también porque ellos son
“dictados” exclusivamente por expertos en matematica, que adoptan mayoritariamente el paradigma
tradicional dominante.

Los alumnos que participaron de las implementaciones habfan cursado en el primer cuatrimestre la
materia Matematica IA, en la que habfan estudiado el Calculo en una variable.

Las implementaciones se realizaron en dos cursos de la catedra Matematica IIA, del primer afio de las
carreras Licenciatura en Economia, Licenciatura en Administracién de Empresas y Contador Publico en
la Universidad Nacional del Sur.

En la primera implementacion, el grupo estuvo formado por 38 estudiantes (18/19 arfios). El REl se
desarrollé durante 14 sesiones de clases de cuatro horas cada una, durante los meses de octubre y
noviembre de 2014. Los estudiantes se distribuyeron (a su eleccién) en 10 grupos de, a lo sumo, 4
integrantes. Cada grupo fue identificado (G1 a G10) y también cada estudiante (A1 a A54) segun el
listado de inscripcién a la materia suministrado por la universidad.

En la segunda implementacion, el curso tuvo 35 estudiantes de las mismas edades, distribuidos en 9
grupos. EL REI se realizé durante 11 sesiones de clases de cuatro horas cada una durante los meses de
octubre y noviembre de 2015. Los grupos y los estudiantes fueron identificados de manera analoga al
ano anterior.

En los dos casos el recorrido de estudio e investigacion estuvo condicionado por el calendario
académico que rige en la institucion.

Se realizd observacion participante por parte del profesor-investigador, a cargo del curso, y los
docentes auxiliares. La inmersion en el curso por parte del investigador y los profesores auxiliares se
concreta durante dos meses previos al desarrollo del REl'y se describe detalladamente en un diario de
clase.

En la primera sesion del REI, el profesor entregd a los estudiantes la pregunta generatriz: Qq: ;Cémo
calcular los costos en un micro-emprendimiento? En una ensefianza por REl, los grupos intentan
responder Qg especificando nuevas preguntas. Al finalizar cada sesiéon de clase, los estudiantes
entregaban su produccién individual al profesor, las cuales eran escaneadas y devueltas la clase
siguiente. Los grupos compartian y discutian con la clase sus contribuciones periédicamente, cada vez
que avanzaban en la busqueda de respuestas a las preguntas generadas. Al finalizar el REl, los grupos
realizaron una sintesis del recorrido desarrollado durante todo el proceso de estudio contemplando las
preguntas formuladas y las organizaciones mateméticas y econdmicas estudiadas.
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5.2. Modelo Praxeoldgico de Referencia

La pregunta Qo propuesta a los estudiantes es parte de un Modelo Praxeoldgico de Referencia (MPR)
que se disefia previamente. Este modelo, que por cuestiones de espacio no se puede desarrollar
acabadamente aqui, consiste en determinar, analizar y describir todas las obras mateméticas (OM) y
econdmicas (OF) posibles de construir y/o reconstruir a partir de Q. El modelo no es definitivo, ni se
genera de una vez, sino que evoluciona dialécticamente con el RE. La construccion del MPR permite
determinar diferentes recorridos posibles a partir de Q¢ y de sus preguntas derivadas. Estos recorridos
dependeran de las hipdtesis de partida (Hj).

En este disefio, se considera que el micro-emprendimiento puede referirse a la fabricacion de articulos,
0 a la compra de los mismos para luego venderlos. En tales casos, las distintas alternativas de decision
exigen la determinacion de diferentes hipotesis H ;, segun el tipo de costos que se deben afrontar:

= Hy: costos segun el comportamiento frente a una variable independiente

Hj: costos segun la relacion a su posible asignacién con el producto

H3: Segun la amplitud del célculo

H: Con relacién al momento del calculo

Hy: Con relacién a la toma de decisiones.

Considerar la hipotesis Hy, por ejemplo, deriva en la formulacion de una funcién de costo que modela la
situacion, lo que conduce al encuentro o reencuentro con algunos de los componentes de la OM Célculo
en una o més variables y de la OE Costos. Bajo esta hipdtesis, la funcion de costo puede depender de:

a) la produccién: en cuyo caso la variable independiente representa, por ejemplo, la cantidad de
articulos que se fabriquen.

b) el nivel de trabajoy el de capital: en tal caso intervienen dos variables, que representan las unidades
de trabajo 0 mano de obra y las unidades de capital invertido, respectivamente.

Una vez planteada la funcion de costo, pueden derivarse situaciones que generan estudios
mateméticos y econdmicos. Por ejemplo, si se supone la fabricacion de dos articulos, la pregunta
jcémo varfa el costo total si ocurre un aumento en el nimero de unidades fabricadas de uno solo de
los articulos? conduce a la OM Célculo diferencial y a la OF Costos. En este caso, la funcién de costo
podria formularse como C'(z,y) = c1z + coy , con 20,y=0,C>0y 1, ca nimeros reales
positivos que representan los costos variables de fabricacion de x cantidad de articulos de un tipo e y
del otro respectivamente. El calculo de la derivada parcial % nos da una idea aproximada de la
variacion del costo ante un aumento en una unidad en la cantidad fabricada del primer articulo, lo
cual representa uno de los costos marginales.
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5.3. Analisis de los registros

Para el andlisis de los registros, se utilizan y adaptan los indicadores didactico-matematicos
construidos por Parra, Otero y Fanaro (2015). Se utiliza la tabla confeccionada por estos investigadores
donde se detalla el nimero de sesion, las preguntas estudiadas, las dialécticas (D1,..., D9) y en la
dltima columna, el indicador de la dialéctica correspondiente. A modo de ejemplo, se presenta la Tabla
1, correspondiente a la sesién 1 de la primera implementacion. Se completa la tabla indicando con un
1 si cada dialéctica ha sido identificada en cada sesién y con un 0 si no. En la dltima columna se
presentan los indicadores de las dialécticas utilizando la notacién I;, ¢ = 1,...,9. Por ejemplo, se
indica con Iy si ha ocurrido el funcionamiento de la dialéctica D1, es decir, del estudio y de la
investigacion.
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Tabla 1

Indicadores de las dialécticas en la sesién 1 de la primera implementacion

Pregunta
generatriz
y derivadas

Sesidn Ne

Dialécticas

D1

D2

D3

s
a

N
()

NeJ
(&)

D7

D8

D9

Indicadores

Qo: ;Cémo
calcular
1 los costos en un
micro
emprendimiento?

I,:Busquedaenla
carpeta de Matemética |A.
I: Formulan preguntas
derivadas de QO.

I5: Decisiones respecto
al micro emprendimiento.
I5: Decisiones respecto
a la construccion del modelo.
I3: Los docentes realizan
un analisis praxeolégico
y didactico
I, Las busquedas se realizan
en el dmbito de la economia
y luego en la matematica.
I: Los estudiantes deciden
hacer un estudio
aproximado de costos.
I7: Formulacién de un
modelo de funcién de costo.
1Ig: El profesor propone
considerar un micro
emprendimiento en particular.
Iy: Los grupos difunden
y defienden las respuestas.

Fuente: Elaboracién propia.

6. CONSTRUCCION DE INDICADORES DE LAS DIALECTICAS

Se presentan a continuacién los indicadores I;, i = 1, ..., 9 del funcionamiento de cada una de las
dialécticas, esenciales para el desarrollo de un REIl. En primer lugar, se detallan los I; comunes a las dos
implementaciones y luego algunos que surgieron en unay no en la otra. Indicamos con IMP1 o IMP2

si el ejemplo corresponde a la primera o segunda implementacién respectivamente.

D1. Dialéctica del estudio y de la investigacion.

14: Busquedas en Internet, en la biblioteca, en la carpeta de Matemdtica IA y en el material del curso. Por
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ejemplo, cada grupo de estudiantes realizd una busqueda en Internet, en libros de Matematica
aplicada a la Economia y en las Notas del Curso para construir las respuestas a la pregunta generatriz y
sus derivadas tales como: jcudl es el costo de producir una unidad mas de cada producto?, jcomo se
relaciona el costo marginal con el costo variable?, etc.

14: Formulacidn de preguntas derivadas de Q. Los estudiantes propusieron las preguntas (IMP1):

= (Qq:;Cudl es el costo de fabricar cada producto?

Q2: iCémo podemos predecir cudl serd el costo de fabricacion de una determinada cantidad de
articulos de cada tipo?

= (Q3: iCudntos articulos de cada tipo podré fabricar con un determinado monto disponible para
gastos?

Q4: ;Cudl es el costo de producir una unidad més de cada producto?

= (Q5:;COdmo se relaciona el costo marginal con el costo variable?

Qg: Silafuncién costo total fuera cuadratica jcomo calcular los costos marginales?

Q7: ;Qué son las derivadas parciales? ;Cémo se calculan?

Qsg: ;Cémo varfa la cantidad demandada respecto al precio?

Q9: Con un presupuesto dado, ;como se relacionan las dos variables sobre la curva dada?

Q10: ;COMoO minimizar los costos, producir mas cantidad al mismo costo?

Q11: iEl incremento de una funcién es igual a la derivada?,;Es correcto escribir C' (g, yo) =
C(zo +1,90) — C(zo0,y0)?

(Q12: Si una derivada parcial representa la pendiente de una recta tangente ;Cudl es esa recta
tangente?

Q13: ;Cudl es el grafico de una funcién de dos variables, de la recta tangente y del plano
tangente?

m (Q14: iFuncién derivable en un punto implica continua en ese punto?
Las preguntas formuladas por los estudiantes en la IMP2 son:

= (Q1: ;Cémo calcular el costo marginal de una funcion de dos variables?

Q2: ;Cémo se calculan las derivadas parciales?

= Q3: ;Cémo es la gréfica de la funcién de costo planteada?

Q4: ;Cudl es el dominio?

Qs Para las derivadas parciales jlas funciones deben ser continuas?
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Q¢: ;Qué es un limite direccional y qué situaciones se presentan en el cdlculo de costos?

(Q7: La recta tangente tiene relacion con los temas vistos jcémo podriamos aplicarlo al ejemplo
de la empresa?

= (Qg: ;Cémo varfa el costo ante un aumento en las cantidades producidas?

Qg: ;Cémo influye el tiempo en nuestros costos?

Q10: iCudl es el minimo que deben producir para no tener pérdidas?

Q11: /Como hallar los extremos de una funcién de dos variables?

@12: iCudl serfa la utilidad maxima que puede obtener la empresa?
m (Q13:,Cudl serfa la utilidad maxima o minima de acuerdo a un presupuesto dado?
® (Q14: icomo calcular el costo total en base al costo marginal?

I,: Estudio de respuestas disponibles R*, entendiéndose por tales a aquellas obras reconocidas por la
cultura que no habifan sido estudiadas con anterioridad o bien, que requieren un reencuentro. Para
responder algunas de las preguntas derivadas antes mencionadas fue necesario estudiar las
organizaciones matematicas relativas a Funciones de dos variables, Derivadas parciales, Continuidad y
Diferenciabilidad. Por ejemplo, fue necesario estudiar la praxeologfa de las derivadas parciales para dar
respuesta a la pregunta Q4: ;Cudl es el costo de producir una unidad mds de cada producto? (IMP1). Este
estudio incorpord, por ejemplo, el calculo de derivadas parciales.

D2. Dialéctica del individuo y del colectivo.

15 Tomas de decisiones dentro de cada grupo de estudiantes, por ejemplo, cuando cada grupo decidié
sobre qué micro-emprendimiento iba a realizar un cdlculo de costos y, en principio, vieron la
necesidad de formular una funcién de costo para calcular costos marginales.

Los micro-emprendimientos que consideraron los grupos Gi (i=1,...,10) (IMP1) son: G1: instalacién de
un bar; G2: fabricacién de camas y puertas; G3: elaboracion de pizzas; G4: compra-venta o produccion
y venta de un bien; G5: fabricacion de tres productos (indumentaria); G6: compra-venta de celulares y
tablets; G7: local de venta de ropa; G8: venta de chiclets y alfajores; G9: local de ropa: remeras y
pantalones y G10: fabricacién de zapatillas y zapatos.

Los grupos Gi (i=1,...,9) (IMP2) consideraron los siguientes micro-emprendimientos: G1: fabricacion
de pastas (tallarines y sorrentinos); G2: produccion de sillas y mesas; G3: elaboracién y venta de tortas;
G4: fabricacion y venta de mermeladas y dulce de leche; G5: librerfa (venta de cuadernos, block de
hojas y carpetas); G6: produccién y venta de dos tipos de empanadas; G7: pizzerfa; G8: produccién de
pastas (tallarines y sorrentinos) y G9: panaderia (pan y bizcochos).
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I5: Decisiones respecto a la construccion del modelo. Por ejemplo, el grupo G1 (IMP1) considerd el

modelo:

Costo Total= Costo Fijo + (Costo variable . Cantidad)
Para modelizar el costo referido a la instalacién de un bar. Comenzo realizando estimaciones sobre los
costos (Figura 1).
Al no poder identificar cudles eran las variables, el grupo decidi6 abandonar ese
micro-emprendimiento y considerar la fabricacion de dos articulos. Planted un segundo modelo:

CT =CV1.Q1 + CV5.Q2

Con variables Q1 y Q2 que representan las cantidades fabricadas de cada articulo.

Figura 1
Modelo considerado por el grupo G1 y estimacidn de costos
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Fuente Elaboracion propia.

La mayorfa de los grupos, en las dos implementaciones, formulé funciones de costo con variables que
representaban las cantidades fabricadas de cada articulo. El grupo G7 (IMP2), en cambio, decidié referirse
a la instalacion de una pizzeria y formuld la siguiente funcién de costo total CT:

CT = CF + MP(p) + T(d) + S(p)

Con variables independientes p (produccion) y d (distancia recorrida para el reparto de pizzas).
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C'F representa los costos fijos, en este caso, incluye el alquiler del local, los salarios de los empleados
(teniendo en cuenta que con el tiempo pueden variar, por eso los costos fijos se expresan para un
tiempo determinado), y los servicios fijos (los minimos costos de servicios como luz, agua y gas).

M P representa el gasto en materia prima dependiendo de la cantidad producida p.
T se refiere al gasto en transporte en funcién de la distancia recorrida en los repartos a domicilio.

Por ultimo, S representa los servicios relacionados con la produccion, por ejemplo, el gasto en gas en
los hornos segun la cantidad de pizzas producidas.

Previamente, este grupo decidié investigar sobre el concepto de micro-emprendimiento y de costo.
Dedujeron que los costos consisten en el gasto en la elaboracién o prestacion del servicio que le
corresponda a un establecimiento determinado. Destacaron que en los micro-emprendimientos se
poseen recursos limitados y bajo nivel de ventas. Como resultado de esto, elaboraron una ecuacién
que representaria el costo total y tomaron como ejemplo una pizzeria. Luego indagaron sobre como

calcular el costo marginal a partir de la funcion CT'(p, d), lo que condujo a investigar cémo se

oCT ,, oCT

calculan las derivadas de una funcién de dos variables. Hallaron las derivadas parciales: e Al

interpretaron sus resultados dentro del contexto del problema.
D3. Dialéctica del andlisis (y la sintesis) praxeoldgica y del andilisis (y la sintesis) diddctica.

1I3: Los docentes realizan un andlisis praxeoldgico y diddctico. Surgié este indicador toda vez que se
analizaron las preguntas propuestas por los grupos y se debfa decidir qué estudiar de las diferentes
obras para dar una respuesta adecuada.

1I3: Los grupos realizan una sintesis de las técnicas, tecnologias y teorias que componen las diferentes
respuestas R*. Por ejemplo, cuando estudiaron la organizacién matemética de las derivadas parciales
para responder Q11 (IMP1), analizaron el comportamiento del incremento y su relacion con la nocién
de derivada parcial. Luego extrajeron conclusiones que permitieron responder Q1.

1I3: Los grupos analizan distintas praxeologias matemdticas para decidir qué les sirve para responder las
preguntas: praxeologias relativas a funciones de dos variables, Ilimite, continuidad, derivabilidad vy
diferenciabilidad de funciones de dos variables.

Por ejemplo, el grupo G1 (IMP1) realizé un analisis y célculo de las derivadas parciales (Figura 2) para
responder Q11: £l incremento de una funcién es igual a la derivada?, Es correcto escribir
C'(zo,y0) = C(xo + 1,y0) — C(x0, yo)? Este grupo calculd derivadas parciales de la funcién de
costo CT'(x,y), primero usando la definicion y luego aplicando reglas de derivacion. Analizo si el
cociente incremental 267

Ax
la derivada parcial ag;T (0, yo) para una funcion lineal y una cuadratica respectivamente.

(20,y0) (con un incremento de la variable x en una unidad) coincidfa con
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Figura 2
Andlisis de derivadas parciales realizado por el grupo G1
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Fuente: Elaboracién propia.

13: Andlisis y sintesis de la praxeologia econdmica de costos. El grupo G8 (IMP2) realizé una busqueda,
clasificacion y sintesis de los diferentes tipos de costos (ver Figura 3).
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Figura3
Sintesis de los diferentes tipos de costos realizadas por G8
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Fuente: Elaboracién propia.

DA4. Dialéctica del tema y fuera-de-tema.

14: Busquedas en la economia y luego en la matemdtica. Fueron necesarias salidas-entradas a la
economia y salidas-entradas a la matematica: por ejemplo, cuando los estudiantes calcularon
incrementos reales y aproximados del costo, lo cual requirié un ingreso a la organizacién matematica
Diferenciabilidad.

14: Entrada dentro de la matemdtica, una salida al interior de esta disciplina. El estudio de la organizacion
matematica relativa a las derivadas parciales condujo, en primer lugar, a estudiar la derivada de una
funcién de una variable, su interpretacién geométrica, el incremento y el diferencial. En segundo lugar,
fue necesario profundizar el estudio del incremento de una funcion de dos variables, el calculo de las
derivadas parciales, la interpretacién geométrica, la pendiente de la recta secante, la pendiente de la
recta tangente y el grafico de una funcién de dos variables. Ademds, el como hallar la ecuacién de una
recta tangente a una superficie y del plano tangente a la misma permitié recorrer algunos
componentes de obras mateméticas existentes tales como el Algebra vectorial y la Geometria en el
espacio. Por otra parte, fue necesario estudiar la continuidad de una funcién para profundizar en la
relacién entre continuidad y derivabilidad de una funcién de dos variables.

El grupo G2 (IMP1) formulé una funcién costo para aportar respuestas a Q4: jcudl es el costo de
producir una unidad adicional? La respuesta a ella implica ingresar en costos marginales y en
consecuencia, en derivadas parciales. La Figura 4 contiene la produccién parcial del estudiante A25 de
G2.
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Figura 4
El grupo G2 ingresa a la matemdtica para el estudio de las derivadas parciales
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Este grupo calculd el costo de producir una unidad adicional del producto, considerando fija la
produccién del otro. Realizé este andlisis a partir del incremento y de las derivadas de la funcion de
costo CT = K 4+ AQ1 + BQs, con K, Ay B constantes reales y Q1,Q2 variables independientes
que representan las cantidades producidas. G2 utilizé su propia notacion para las derivadas parciales.
Escribié la igualdad: {C’(x0, y0) = C(xo + 1,90) — C(z0,yo)? que fue sometida a prueba en la
sesion siguiente.

D5. Dialéctica del paracaidista y buscadores de trufas.
1I5: Inspeccionan el problema. En diversas ocasiones, fue necesaria una “inspeccion general” de las
preguntas para luego determinar lo especifico tanto de la Matemética como de la Economia que

podria permitir aportar respuestas. £l grupo G3 (IMP1) realizé una "inspeccién de la matematica” al
tratar de aportar respuestas a QQ4: jcud! es el costo de producir una unidad mds de cada producto?
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Especificd que el sector més pertinente era el del célculo diferencial, en lo que se refiere a la
derivabilidad de las funciones. En primer lugar, analizé la definicion de estas derivadas y luego,
actuando como “buscadores de trufas’ concluyd que los costos marginales coinciden con las
derivadas parciales.

D6. Dialéctica de las cajas negras y cajas claras.

1Ig: Los estudiantes deciden hacer un estudio estimativo de costos. Para responder las preguntas Q1, Q2 Y
@3, por ejemplo, el grupo G2 (IMP1) realizé un célculo estimado de costos relativo a su fabrica de
puertas y estantes (cambiaron camas por estantes). La Figura 5 muestra la produccién parcial del
estudiante A24 de G2.

Figuras
Estudio estimativo de costos realizado por el grupo G2
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Fuente: Elaboracién propia.

Este grupo formuld una funcion de costo CT, calculando previamente los costos variables de
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fabricacion de cada articulo. Para ello estimé los precios unitarios, en base a los insumos (tornillos,
madera y bisagras). Considerd que esta informacién era suficiente para formular CT.

Ig: Se decide estudiar los saberes pertinentes para responder las preguntas. En las primeras sesiones
de IMP2, el grupo G9, por ejemplo, calculd las derivadas parciales de la funcién de costo. Luego
investigd sobre la continuidad de esa funcion en busqueda de alguna relacion entre funcion derivable
y continua. Extrajo conclusiones que se observan en la Figura 6. En esta conclusion, G9 no profundizéd
la nocién de continuidad pero sf justificé con ella el clculo previo de las derivadas parciales.

Figura 6
Andlisis realizado por el grupo G9
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Fuente: Elaboracién propia.

Por otra parte, el mismo grupo decidié no utilizar la nocién de limite doble ni de limite direccional pues
"no encontraban una aplicacién Util para su empresa” (Figura 7).
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Figura7
Andlisis realizado por el grupo G9
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Fuente: Elaboracién propia.

D7. Dialéctica de la lectura y de la escritura.

I7: Formulacion de un modelo de funcion de costo. Los grupos realizan una lectura de los diferentes
tipos de costos y concluyen que el costo total es la suma del costo fijo y el costo variable. Reescriben el
modelo en términos de las variables propias de cada micro-emprendimiento.

1I7: Redaccidn y entrega de un informe final, por escrito y en formato digital. La construccién y redaccion
de una posible respuesta a la pregunta generatriz implica también realizar una lectura y escritura de
las praxeologias estudiadas y de las propias producciones de cada grupo de estudio.

I7: Transcripcion de respuestas parciales. El grupo G1 (IMP2), por ejemplo, realizd una “lectura” de las
derivadas parciales para responder Q1: ;Cémo calcular el costo marginal de una funcién de dos
variables? (Figura 8). Luego, reescribié estas derivadas en términos de la funcién de costo e interpret6
los resultados.
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Figura 8
Transcripcidn de respuestas del grupo G1
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Fuente: Elaboracion propia.

D8. Dialéctica de la conjetura y de la prueba (média-medio).

1Ig: El profesor y los auxiliares proponen considerar
= un micro-emprendimiento en particular
= una funcién de dos variables que modele el problema

1Ig: El profesor y los auxiliares responden consultas de los estudiantes con respecto a las técnicas
matematicas relativas a las funciones de dos variables, al célculo de derivadas, al calculo del Iimite
doble, a la determinacién de la continuidad y diferenciabilidad de una funcién de dos variables, y al
célculo de extremos.

Is: El profesor y los auxiliares responden consultas de los estudiantes con respecto al uso del software
Mathemathica, cuando se interesaron en representar graficamente una funcion de dos variables. Este
indicador surgié sélo en IMP1.

Las preguntas realizadas por los estudiantes a los docentes, permitieron ingresar al medio de estudio
las técnicas de uso del software Mathemathica y también, el estudio de las técnicas en torno al calculo
de derivadas parciales, limites dobles y extremos. El uso de software permite utilizar las
potencialidades de la tecnologia en la modelizacion matemadtica, facilitando a los estudiantes la tarea
de la representacion grafica de funciones, en futuras implementaciones se pretende explotar mas
dicho recurso.

Is: Se somete a prueba la igualdad: C'(xo,y0) = C(xzo + 1,y0) — C(x0,yo), propuesta por el
grupo G2 (IMP1). Este indicador apareci¢ sélo en IMP1.
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1Ig: Los profesores responden consultas de los estudiantes, referidas al uso del editor de ecuaciones y al
manejo del software GeoGebra. Este indicador surgié sélo en IMP2.

D9. Dialéctica de la difusidn y de la recepcion.

Iy: Los grupos difunden y defienden las respuestas. Uno o mds integrantes de cada grupo exponen sus
resultados en forma oral.

Si bien en IMP1 surgié este indicador, pues difundir las producciones era una de las clausulas de la
nueva metodologia de trabajo en clase, resulté dificil para los estudiantes expresarse y dirigirse hacia
los demas. Este indicador aparecié mds naturalmente en la IMP2, a medida que los grupos avanzaban
en las respuestas a sus preguntas. La razén de esta mayor predisposicion de los estudiantes podria
deberse a que ellos conocfan, por comentarios de estudiantes de la IMP1, que el profesor
implementarfa esta metodologia.

Iy: Los estudiantes escuchan y opinan sobre las contribuciones de los demds grupos. Cada respuesta
construida por los grupos era difundida al resto de la clase permitiendo la participacion y opinién de
los demds grupos para validar ese resultado. Si bien este indicador ocurrid en las dos
implementaciones, surgié con mas naturalidad en IMP2.

7. ANALISIS DE LAS IMPLEMENTACIONES

El modelo praxeolégico de referencia (MPR) construido permitié detectar distintos recorridos a partir
de la pregunta generatriz. Las preguntas formuladas por los estudiantes en las dos implementaciones
hicieron posible recorrer la parte del programa referida al célculo diferencial en dos o mas variables
dotando de sentido al estudio de las funciones de dos variables.

Tanto en la IMP1 como en la IMP2 se detectaron principalmente indicadores del funcionamiento de las
dialécticas D1, del estudio y la investigacién y D2, del individuo y del colectivo, posiblemente por la
necesidad de reunirse en grupo en busqueda de respuestas a las preguntas generadas. Aunque cada
estudiante realizaba su aporte individual, las respuestas debfan surgir del grupo. Por esta razén, el
trabajo individual de cada estudiante pasa a ser cuestionado por el grupo y el producto obtenido
resulta de un consenso.

Ademds, se encontraron indicadores de D4, que evidencian entradas-salidas de la matematica a la
economia y dentro de la matematica, esenciales en todo REI.

Por otra parte, D8 fue identificada en el proceso de estudio, de varias maneras. En la IMP1, resulté dificil

para los docentes, quienes consideran que su principal funcion es "explicar’, “iluminar” a los alumnos,
no ceder ante la demanda de los estudiantes. En estas sesiones, el profesor parecia ser el tnico media

"o

autorizado. Esto se revela en indicadores del tipo: "el profesor propone...", "el profesor responde. . ." Sin
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embargo, en la IMP2, tanto el profesor como los auxiliares fueron un media mas de la clase. Los grupos
adoptaron los nuevos roles, estudiaron respuestas a las preguntas que ellos mismos generaron y éstas
fueron incorporadas al medio desde distintos medias.

Los indicadores de D9, dialéctica de la difusion y de la recepcion, si bien se observaron en las dos
implementaciones, se detectaron mas en IMP2, mientras que durante la IMP1 los estudiantes no
estuvieron muy dispuestos a difundir y defender sus producciones.

Tomando en cuenta ambas implementaciones, se concluye que en la IMP2 se vivieron mas
naturalmente las dialécticas esenciales para el desarrollo de un REl a saber: D1, D2, D8 y D9. Esto se
deberfa a que se modificé el funcionamiento del sistema didactico: se considerd la pregunta
generatriz, se analizaron posibles respuestas, se generaron nuevas preguntas, cuya incorporacion al
medio fue discutida, y se evaluaron y difundieron las respuestas producidas. En los cambios en el
funcionamiento del sistema fueron decisivas las notas de campo producidas por la observacién
participante, donde el investigador y los profesores auxiliares registraron los acontecimientos,
experiencias e intervenciones realizadas por los estudiantes y los profesores, para analizarlas a
posteriori. Esto les permitid establecer qué tipos de intervenciones de los profesores habian
condicionado, limitado o potenciado la formulaciéon de preguntas derivadas por parte de los
estudiantes o la construccién de un modelo cuyo sistema contenga mayor ndmero de variables, etc.
Es destacable que este andlisis es completamente viable en la universidad, donde se pueden
conformar equipos de catedra, si se comprende su importancia.

Consideramos que los resultados aportan al cuestionamiento de la forma tradicional de ensefar el

Célculo en la universidad, en carreras donde la matematica no es una disciplina central.

Se concretd una ensefianza diferente, adoptando la modelizacién asociada al desarrollo de un REl cuya
pregunta generatriz refiere a los costos de un micro-emprendimiento. En relacion a la literatura
existente (secciones 1, 2 y 3) podemos mencionar que aqui no se construyeron modelos como una
aplicacién de las praxeologfas matematicas y econdmicas previamente estudiadas, sino como una
construccion en términos de necesidades de respuestas.

Las implementaciones no se realizaron en talleres de modelizacion paralelos a los cursos tradicionales
de Célculo, sino que el REI se desarrollé en el propio curso de Célculo de las carreras Licenciatura en
Economia, Licenciatura en Administracion de Empresas y Contador Publico de una universidad publica
argentina con las restricciones que impone la organizacion Departamental, que determina una fuerte
escision entre lo que se estudia en Matematica de lo que se estudia, por ejemplo, en Economia y que
dificulta la tarea interdisciplinar. Aun asf, el REI permitié vincular en una misma clase ambas disciplinas,
permitiendo a cada grupo construir el modelo que considerdé mas adecuado para describir el

comportamiento de su propio micro-emprendimiento.

Ademds, con relacion a la TAD, este trabajo presentd una descripcion de las dialécticas a partir de la
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identificacion de una serie de indicadores didactico-matematicos. Estos indicadores no han sido
construidos previamente y se espera poder ampliarlos y clarificarlos, lo cual constituiria un aporte
diferente al realizado por las investigaciones existentes.

8. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan resultados del disefio, implementacion y evaluacién de un REl para la
ensefianza del Célculo en el nivel universitario. Tomando en cuenta el andlisis de las dialécticas para las
dos implementaciones realizadas, se evidencia una evolucién favorable del desarrollo del REl que
podria explicarse a partir de la mayor experiencia del profesor para gestionar el dispositivo y, lo que a
su vez favorece el involucramiento del resto de los docentes a su cargo. Si bien se relevaron
indicadores de todas las dialécticas, los mayores progresos se observan en D1, del estudio y la
investigacion, D2, del individuo y del colectivo, D8, de la conjetura y de la prueba, y D9, dialéctica de la
difusion y de la recepcién, que son indispensables para afirmar que se desarroll6é un REI.
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